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① 両座標 に不確かさのある回帰直線（ ）についての解析

Jan 29, 2009
Shigemitsu ShinDemingの方法による重み付き回帰分析Demingの方法による重み付き回帰分析
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求めようとする未知数 の近似値を 、その残差を 、また、変数

の最確値 に対する観測値 の残差を とすると
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のような関係式（残差＝観測値－最確値）が得られる。これを上の観測方程式
に代入し、残差は一般に小さいので１次までのテーラー展開（残差は小さいの
で２次以上の項は一般に無視できる）すれば
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ここで
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のように書ける。いま観測値 ),,3,2,1(, niyx ii ×××= の重みを yixi ww , とすれば、

重み付き回帰残差平方和 eS は

のようになる。そこで、回帰直線近似を行うためには、拘束条件 0=iG

回帰残差平方和

の下で

eS が最小になるようにすればよいので、Lagrangeの未定乗数 il
を用いて新しい関数
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g関数 が極値をもつことから、変数に関して
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この式を未知数に関する上式に代入すれば
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のような未知数の残差に関する連立１次方程式が得られるので、未知数の残差を
容易に求めることができる。すなわち

となる。
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このようにして求めた最確値 の誤差分散 を見積もるためには、
残差 を予め求めておく必要があるので

また、重み関数 はiW
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に上述の残差 を入力すれば、回帰残差平方和 が得られるので、誤
差分散 は

したがって、
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となるので、求める最確値 の誤差分散 は

最確値 の誤差分散 は の誤差分散 と等価と見なせるから、

誤差分散 を求めるために正規方程式の係数行列 の各要素 (最確値
の重み の逆数）は係数行列式の値 と各要素の小行列式 （こ

の場合は余因子と一致）を使うことにより
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10特に、 の場合には となる。

もし観測値 が 個の観測値 の平均値 である場合には、
重み は次式（右下）で定義する。

もし、上のようにして求められた残差 が推定値 に対して大き過ぎる場合
には、ここで得られた推定値 を新たな近似値 として正規方程式に代入し
て、新たな正規方程式を作り、よい推定値が得られるまで解を求めるという操作を
繰り返す。Demingの方法は優れた方法であるため、収束はよく、通常その反復操作
は１～２回程度で済むことが多い。
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たとえば、 の組が 個あり、それらがそれぞれ あるいは
個の観測値の平均値 あるいは であり、それぞれの標本分散

（不偏分散ではない）が あるいは で表される場合には

で、 の組が 個ある場合の解析例

② 両座標 に不確かさのある回帰係数が 個の多項式yx, m
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のように定義したときには、 は母分散 のよい推定値となっており、通常
あるいは とおいて回帰分析を進めることになる。

となります。このような分散を内部分散（internal variance） あるいは
と言い、重みを

( ) ( )
( )

ú
ú
ú
ú

û

ù

ê
ê
ê
ê

ë

é

-

-
=

ú
ú
ú
ú

û

ù

ê
ê
ê
ê

ë

é

-
=

ú
ú
û

ù

ê
ê
ë

é

-+×××+++

+×××+++
=

åå

å

å
= =

=

=

nN

yy
E

nn

sn
E

nnnnn
snsnsnsn

E
y

n

i

n

j
iij

n

i
yi

n

i
yiyi

ynyyy

ynynyyyyyy
y

xi

1 1

2

.

1

1

2

321

22
33

2
22

2
112 ints

あるいは

(int)2
xs

(int)2
ys

であると仮定する）やによらず一定の母分散はや簡単のために、　　　　　（ここで、

　　

2222

2

2
0

2

2
0

2

2
0

2

2
0 ,

yxyixi

yi

y

yi

yi
yi

xi

x

xi

xi
xi

i

nn

w

nn

w

ssss

s

s

s

s

s

s

s

s

÷
÷
ø

ö
ç
ç
è

æ
º

÷
÷
ø

ö
ç
ç
è

æ
=

÷
÷
ø

ö
ç
ç
è

æ
º

÷
÷
ø

ö
ç
ç
è

æ
=

(int)2
xs 2

xs
(int)222

0 xx sss =º (int)22
yy ss =

このように簡便法を適用すれば、回帰分析における両軸座標の重みは次のように
簡単になる。

÷
÷
ø

ö
ç
ç
è

æ
=

÷
÷
ø

ö
ç
ç
è

æ
º

÷
÷
ø

ö
ç
ç
è

æ
º

÷
÷
ø

ö
ç
ç
è

æ
º

÷
÷
ø

ö
ç
ç
è

æ
=

=

÷
÷
ø

ö
ç
ç
è

æ
º

÷
÷
ø

ö
ç
ç
è

æ
º

÷
÷
ø

ö
ç
ç
è

æ
º

÷
÷
ø

ö
ç
ç
è

æ
=

(int)
(int)

(int)
(int)

(int)
(int)

2

2

2

2

2

2

2

2
0

2

2
0

2

2

2

2

2

2
0

2

2
0

y

x
yi

yi

y

x

yi

y

x

yi

y

yi

yi
yi

xi

xi

x

x

xi

x

x

xi

x

xi

xi
xi

n

nnnn

w

n

nnnn

w

s
s

s

s

s

s

s

s

s

s

s

s

s

s

s

s

s

s
　　　



13
（注）真の値のプロットから得られる多項式曲線に式：

重み付き回帰分析（Deming法）を行う実例：Demingの著書の例題（W. E. 
Deming, “Statistical Adjustment of Data”, Dover Publications, Inc., Paperback, 
New York, p. 218 (1984), ISBN 0-486-64685-8）
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題意より内部分散は

および
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観測値1個当たりの標準誤差平方の推定値（不偏分散）σ2

W. E. Deming, “Statistical Adjustment of Data”, Dover Publications, Inc., 
Paperback, New York, p. 221 (1984), ISBN 0-486-64685-8）

（WTD. AVERAGEが内部分散σ2(int)に相当する）



16

のような式が得られます。ここで、簡単のために

のように置くと、観測方程式は

のように書ける。

題意より観測方程式を

と定義する。すると残差について

のような関係式（残差＝観測値－最確値）が得られます。これを上の観測方程式に
代入し、残差は一般に小さいものと見なして１次までのテーラー展開（２次以上の
項は無視）すれば
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のような未知数 の残差 を行列計算から容易に求めることができる。
すなわち

のようになる。したがって、この回帰残差平方和 が最小になるように正規方程式
（行列表現）を求めれば

いま観測値 の重みを とすれば、重み付き回帰残差平方和 は),,3,2,1(, niyx ii ×××= yixi ww , eS
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の各要素 （回帰係数 の重み の逆数）は係数行列式の値 と各要素
の小行列式 を使うことにより

この行列式から算出される残差 を

に代入することにより、最確値 を求めることができる。

CBA ,,

cba ,,
ccCbbBaaA -=-=-= 000 ,, 　　　

求められた残差 が に対して大き過ぎる場合には、ここで得られた推定値
を新たな近似値 として正規方程式に代入して、よい推定値が得られ

るまで解を求めるという操作を繰り返す。このようにして行列計算した回帰係数
（最確値）の誤差分散の推定値 は、正規方程式の係数行列
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となる。同様に、パラメータ と の共分散の推定値 、 と の共分散の推定値
、および と の共分散の推定値 は次式
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deming_example.xlsによる計算結果

SIGMAX2 = 0.25
SIGMAY2 = 0.0025

経験値から
求めたσ2
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deming_example.xlsによる計算結果
SIGMAX2 = 0.21724
SIGMAY2 = 0.0028299
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Fitting4_3.xlsによる計算結果
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不確かさのある回帰分析をExcelのソルバーで行った結果

y = 0.76x + 1.32
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POLYNOM_kojima.xlsによる計算結果

( ) )1,...,2,1,0(, -=-=¶¶= MjxbFF j
jjb 　 ( ) )1,...,2(,)1( )2(

)1( -=--=¶¶= å -
- MjxbjxFF j

jx 　 x

)(ixc

このプログラムでは観測方程式の偏微分係数行列の要素である
や の

逐次計算の初期値（近似値）として観測値（
）を順次用いて回帰分析を行っている。

の値としては

）を用いますが、次回からは次々と

求まる最確値（

)(ix
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Data set: data

The calibration data set is: 

-2.280E+00    1.241E-01    1.290E-01    6.686E-02   
-1.130E+00    3.899E-01    1.310E-01    4.207E-02   
-4.400E-01    4.494E-01    1.980E-01    5.138E-02   
1.440E+00    5.612E-01    2.470E-01    4.266E-02   
1.900E+00    4.195E-01    3.120E-01    3.240E-02   
2.930E+00    3.521E-01    3.800E-01    3.162E-02   
3.810E+00    5.541E-01    4.410E-01    5.422E-02   
5.070E+00    1.789E-01    5.290E-01    5.348E-02   
6.110E+00    5.857E-01    5.900E-01    1.225E-02   
7.170E+00    1.265E-01    7.280E-01    2.864E-02   
7.830E+00    4.195E-01    7.910E-01    4.940E-02   
9.320E+00    3.924E-01    9.220E-01    6.648E-02   

Fit type: y vs x

Calibration: Linear case/Quadratic model function
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( ) ( )
2

ˆˆmax
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Results of ISO 6143 method:

a0           a1           a2
1.9984E-01   4.8283E-02   3.3681E-03  

Parameter standard deviations/covariances:
u(a0)   u(a1)   u(a2)   : 2.089E-02   1.065E-02   1.465E-03  
cov(a0,a1)  cov(a0,a2)  :-7.161E-05   7.283E-07  
cov(a1,a2)              :-1.424E-05  

Remaining SSD is:          1.2974
Weighted distances:

#          x-value    x-dist.    y-dist.
1.00E+00  -2.28E+00  -1.98E-02   3.24E-01  
2.00E+00  -1.13E+00   1.45E-01  -3.87E-01  
3.00E+00  -4.40E-01  -1.26E-01   3.15E-01  
4.00E+00   1.44E+00   3.29E-01  -4.40E-01  
5.00E+00   1.90E+00  -1.24E-01   1.56E-01  
6.00E+00   2.93E+00  -1.49E-01   1.96E-01  
7.00E+00   3.81E+00  -7.38E-02   9.73E-02  
8.00E+00   5.07E+00   1.06E-02  -3.85E-02  
9.00E+00   6.11E+00   5.60E-01  -1.34E-01  
1.00E+01   7.17E+00  -1.11E-01   2.60E-01  
1.10E+01   7.83E+00  -6.61E-02   7.69E-02  
1.20E+01   9.32E+00   1.40E-01  -2.15E-01  

Goodness-of-fit measure:   0.5596
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2cxbxay ++=

次に、このようにして得られた標本の回帰曲線を使って、ある の値を与えた時、
の値の予測値がどのような値になり、またその標準不確かさ（標準偏差） がどの
程度であるかを予測してみることにする。予測される の値そのものは回帰曲線の
式
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と回帰係数の値

0033681.0
048283.0
19984.0

=
=
=

c
b
a

の値を使っての 値から求められる。一方、予測値 の標準不確かさ（標準偏差）
は回帰曲線の式に不確かさの伝播則（誤差伝播則）を適用することにより、次式
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が得られるので、この式に の値を代入して求める
ことができる。

cabcabcbax cbax sssssss ˆ,ˆ,ˆ,ˆ,ˆ,ˆ,,,,ˆ, 2222
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を使って、逆推定値 とその標準不確かさ（標準偏差） を求めることができる。
は上式に不確かさの伝播則（誤差伝播即）を適用して得られる式

このような予測の場合とは逆に、ある 値から の値とその不確かさを予測したい
ことがある。これを一般に統計用語で逆推定と言う。逆推定の場合は
上記回帰曲線の式を について解いた式
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から計算により求めらる。
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ISO 6143:2001(E)によれば、 座標共に不確かさのある重み付き回帰分析
において、 座標間に相関がある場合については、回帰係数の誤差分散
のうち純分散の項（ ）は係数行列の逆行列の要素として求められるが、共
分散の項（ ）は通常のDeming法では求めることができないため、ある任意
の変数（ ）によるある関数（ ）の偏微分 と標準不確かさ の積が
一般的に次式

yx,

③ 座標間に相関のある重み付き回帰分析（ ISO 6143:2001(E)）x

x

( )zF ¶¶ )(zuz F

で近似できることから、Deming法で求められる 個の観測値の組 の最確値
（最小二乗曲線に乗っている計算値）に最初は を加え、次に を引

いた値をそれぞれ求めると、 組の値が得られるので、これらから得られる上

式と次式

n ii yx ,
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n4

から回帰係数の誤差分散（ ）を共分散項まで含めて計算できる。
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個の 座標データn4 yx,

n4 組の回帰係数：

組の偏微分係数：n

（注： は回帰係数の個数）
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回帰係数の個数（ ）

観測データの個数（ ）

x

y

0

(xci,yci)

y = b 1
+ b 2x + ・・・

標本回帰曲線

i番目の最確値

(xci+u(xi)/2,yci)
(xci-u(xi)/2,yci)

(xci,yci+u(yi)/2)

(xci,yci-u(yi)/2)

j番目の最確値
(xcj,ycj)

i,j=1,2,3,…,n

bck,x+,,i
bck,x-,,i

bck,y+,,i

bck,y-,,i

l=1,2,3,…,m

∂bk /∂xi
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相関がある変数 と 間の共分散は

x（参考） 座標間に相関がある場合の相関の共分散の求め方

標準溶液 M1
（濃度 x1）

標準溶液 M2
（濃度 x2）

標準溶液 M3
（濃度 x3）

希釈率γで希釈 希釈率γ’で希釈
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ここで、 は相関のある変数間の共通のパラメータ,...,, rqp
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となる。すなわち、標準 の濃度 の不確かさは標準 の濃度 に伝搬
していることになる。したがってそれぞれの標準溶液の濃度の誤差分散は

となる。一方、濃度 と濃度 間の共分散は、 の関係式に誤差伝搬則
を適用することにより

標準 の濃度 は
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同様にして標準 の濃度 は

となるから、濃度 の誤差分散および濃度 と濃度 間の共分散は1x
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となる。また濃度 と濃度 間の共分散は
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の関係式に誤差分散の伝搬則を適用することにより
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となる。


